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Primitivas e Calculo Integral

Calculo de primitivas

Exercicio 1. Calcule as primitivas das fun¢oes definidas pelas seguintes expressoes:
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Exercicio 2. ' '
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a. Mostre que cos(z) = 5

b. Deduza da alinea anterior que cos?(z)

Calcule /cosQ(x)dx e /sinz(x)da:.

e que sin(z)

(b) sin(3z) — %mj +Vx;
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(n) sin®(z) cos(z) + sin(z) cos(z);
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c. Inspirando-se nas alineas anteriores e utilizando o binémio de Newton, calcule
4 . 6
/cos (z)dz e /sm (z)dz.

Exercicio 3. Calcule as primitivas das seguintes funcdes recorrendo & férmula de primitivacao
por partes:

(a) ze2®; (b) x*sin(22);

(c) (z2+z+1)e32; (d) arctan(3z);

(e) In(z); (f) arccos();

(g) arccos(z) + arcsin(z); (h) arctan(z) + arctan(1/z);
(i) e¥sin(2x) () €% cos(z)

(k) v In(x); (1) n%(x)

(m) x?arctanz; (n) x3e®.

Exercicio 4. Primitive as func¢bes racionais definidas pelas seguintes expressoes:

(@) 5 O @ ety
X 1’2
© =7 (@) =
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(f) 2 +1

Exercicio 5. Calcule as seguintes primitivas recorrendo & mudanca de variavel indicada:

e tan(@)dz ),

@ | s = ) ) [ ey 1= eose)
o — sin(a); e
(¢) /(1—sin(az))cos(:z)’ t = sin(z); (d) e r=1In(t? - 1);

(e) / V4 — x?dx, x = 2cos(t); (f) /\/;jl_t\s/%, comt =z (o € Raescolher).



Exercicio 6. Considere as fungoes «cosseno hiperbdlico» e «seno hiperbdlico» definidas respe-

tivamente por
xT —T
cosh(z) = % e sinh(x) =

x —x
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a. Mostre que para todo o z € R,

(a) cosh’ =sinh e sinh’ = cosh;
(b) sinh(2x) = 2 cosh(x) sinh(z);
(¢) cosh?(z) —sinh?(z) =1 (Relacdo Fundamental da Trigonometria Hiperbolica).

b. Recorrendo & mudanca de varidvel ¢ = 2sinh(z) calcule

/ V4 + t2dt.

Integrais definidos

Exercicio 7. Calcule geometricamente os seguintes integrais:
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(a) /03(2x—4)d:n; (b) /0 (4z — 2)dz;

Exercicio 8. Calcule a area da regiao do plano delimitada pelas linhas de equagoes:
(6) y=9— 22 ey = 2% (b) y=a*—42% ey = V4 — 22,

(¢) y=Vz ey=u; (d) y=1iz, y=zey=2a?
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Exercicio 9. Mostre que se f é continua em [a;b] e se / f(x)dx = 0, entao f possui pelo
a

menos uma raiz em [a; bJ.

Exercicio 10. Seja f uma fun¢do continua em R. Para x # 0 define-se a «média de f no
intervalo [0; z]» por
1 xT
My(a) = [ st
0

x
a. Indique o valor de lim My (x).
z—0

b. Prove que My & constante se e s6 se f & constante.
c. Prove que o contradominio de My esta contido no de f.
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Exercicio 11. Seja, para z > 0, F(z) = / ¢ t  dt. Mostre que F (1) = —F(z).
1

Exercicio 12. Para ¢ € [0; 1] considere x = arctan(t).

t
e que sin(z) =

1
V1t 12 V1412
_ tan(x)
b. Seja I =
e A (tan(z) + 1)(1 + sin(z))
1
Procedendo a substituicdo x = arctan(t), mostre que I = / (
0
c. Calcule I.

a. Mostre que cos(z) =

e

dz.
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Integrais improéprios

Exercicio 13. Calcule os seguintes integrais improprios (ou mostre que sao divergentes):

-1 4 dx

(a) /_ %; (b) vz
T arctan(x)dz 1

(¢) /0 m5 (d) /0 In(x)dz;
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Um ultimo desafio

Jus
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Exercicio 14. Considere, para n € Ny, I, = / sin” (z)dz.
0
a. Calcule Iy e I;.

b. Mostre que para todo o n > 2,
nl, = (n—1)L,—2.

c. Mostre que se n = 2k é um ntmero par (k € Np),
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n  w(2k)!
/0 sin”(x)dx = 3% AR

d. Obtenha uma expressao analoga para n impar.



