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1. Considere a matriz A = 1100
0020
0 00 3

(1,5) (a)Determine todos os valores préprios de A, assim como as suas multiplicidades
algébricas.

Solugao: Os valores préprios de A séo as solugdes da equagéo |A — M| = 0. Ora,

1-) 1 0 0

1 (1-2 0 0
A—-X|=0 =0
| [=0e] 0 (2-=) 0

0 0 0 (3=

SB-N2-N((1-X2=1)=0
SA=3VA=2VI-A=41&A=3VA=2VA=0VA=2

Deste modo, observamos que os valores préprios séo A = 0 e A = 3, com multiplici-
dade algébrica 1, e A = 2 com multiplicidade algébrica 2.

(1,5) (b) Determine os vetores préprios associados ao valor préprio A = 2, assim como a
multiplicidade geométrica deste valor proprio.

Solucgao: Os valores proprios, v, associados a A = 2 sdo as solugdes nao nulas do
sistema homogéneo (A—2I)v = 0, sendo a multiplicidade geométrica igual ao nimero
de graus de liberdade desse sistema.

—v1+v=0 Vg = V1

vl —ve =0 0=0
<~

0=0 0=0

U4=0 ’U4=0

As solucgoes do sistema, isto é, os vetores proprios associados a A = 2, serdo entao
da forma

v = (t,t,5,0) =(1,1,0,0) + 5(0,0,1,0), t,s €R, t*+s*>#0.

Observando que o sistema tem dois graus de liberdade ou, de outro modo, que o
espago proprio associado a A = 2 tem dimensao 2, concluimos que o valor préprio
A = 2 tem multiplicidade geométrica 2.



2. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = In(z + 2y) \/m

(1,5) (a)Determine analiticamente o dominio de f, Dy, e represente-o graficamente.

Solugao:

D; ={(z,y) € R? : 242y > 0Az®+y*—2 > 0} = {(z,y) e R* : y > —;/\x2+y2 > 2}

~
~
~
~
~
~

(2,0) (b)Determine analiticamente a fronteira de Dy, fr(Dy), averigue se Dy é fechado, e
indique uma sucesséo de termos em Dy convergente para um ponto de fr(Dy).

Solucgao: Os pontos de fronteira sdo aqueles em cujas vizinhancas existe sempre
pontos do conjunto e do seu complementar. Neste caso, vemos que se trata dos
pontos da reta y = —7 fora da circunferéncia z2 + y? = 2, e também dos pontos da
circunferéncia que se encontram acima da reta, isto é,

fr(Dy) = {(@y) eR?: (t=—S Ao+ 47 22)V (@ +3? =2Ay 2 —3)}.
Como a aderéncia de Dy, dada por

ad(Dy) = int(Dy) U fr(Dy) = {(-’v,y) ER?:y > —g ANz? 4 y* > 2},

ndo coincide com Dy (por exemplo, o ponto (0, \/5) pertence a aderéncia mas nao
ao conjunto), cioncluimos que Dy néo é fechado. Relativamente & sucessdo pedida,
consideremos por exemplo u, = (0,v/2 + 1), cujo limite é (0,v/2) € fr(Dy) e cujos
termos estdo em D; (estdo no eixo das ordenadas, acima de v/2).

z*(z — y)
T Y>>

3. Considere a funcio g(z,y) = z? + y?
0 , y<z

(2,0) (a) Mostre que g é continua em R2.

Solugao: Comegamos por notar que se y # z a fungao é continua: quando y < z,
trata-se da fungao constante igual a zero, que é continua; quando y > x trata-se de
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um qouciente de fungdes continuas em que o numerador néo se anula (o numerador
é polinomial, o denominador é a compisi¢ao de um polinémio positivo com uma raiz
quadrada). Resta entdo observar o que se passa quando y = z. O Dominio (R?)
pode ser decomposto nos conjuntos

B; ={(z,y) e R* : y > z}
B, ={(z,y) e R*:y < z}.

A funcdo g serd continua num ponto (a, a) se e s6 se
lim g(z,y) = 9(a,a)(= 0).
(z,y)—(a,0)

Por outro lado, a condigao anterior sera verificada se e s6 se

lim g(z,y)= lim g(z,y)=0.

(@y)—(a,0) T oo—ne)
(z,y)€B1 (z,9)€B2
Ora,
lim z,y)= lim 0=0.
(z,y)—(a,a) g( y) (z,y)—(a,a)
(zry)€B2 (E,y)EBQ

Do mesmo modo, se a # 0, temos

a*(a—a)  a®*x0

lim x, = = =0
(z,y)—(a,0) 9(zy) Va2 + a? v 2a?

(I,y)GB]_

Assim, para provar que g é continua de R2, resta mostrar que ( l)in%0 0 g9(z,y) =0,
I’y _> b
o que pode ser conseguido através de um enquadramento conveniente:

z,y—0

2 2 2
— + —
0<lga,g)— 0] = L8 @ TVl _ rarmm, oy 2%,

VAt S oy

(1,0) (b) Mostre que g tem um méximo global.

Solugao: A fungdo g toma o valor zero quando y < z, sendo negativa quando y > x.
Assim, vemos que g(z,y) < 0,V(z,y) € R%. Deste modo, concluimos diretamente
a partir da definigdo de maximizante que qualquer ponto onde g tome o valor zero
ser4 um maximizante global (e zero serd o méximo global). Como a fungio é nula
se e 80 se y < z, todos estes pontos sao maximizantes globais de g, sendo zero o
méaximo global.

(1,5) (c) Averigue se g é positivamente homogénea.

Solugao: Quando y > z e A > 0 temos que
20y _ 3,.2(m _
o0\, Ay) = (Az)*(Az — Ay)  Nz(z —y) >0

VOS2 + 0?2 AVa+y?

lambda®g(z, y).
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Quando y < x e A > 0, é trivialmente verificado que

g(Az, Ay) = X g(z,y),
=0 =0

pelo que podemos conlcuir que g é positivamente homogéna de grau 2.

(2,0) 4. Determine e classifique todos os pontos criticos da funcio f(z,y) = z3 + ¢* + 23y3.

Solucao: Os pontos criticos de f sao as solucoes do sistema,

'=0 3x2 + 3z%y% =0 22(1+ 93
i - y o )T A+y)
fy=0 3y +3y%x3 =0 (1 + z3)

0 =0
& \%
0 0

Assim, os pontos criticos sdo (0,0) e (—1,—1). Relativamente & sua classificagdo,
temos que

6x + 6zy®>  9x%y? 00 09
H = H:(0,0) = H:(-1, -1)=
#(@9) ( 9r2y? 6y +6yxd )’ #(0,0) 0 0/’ f(=1,-1) 9 0

No caso do ponto (—1, —1), os determinantes dos menores principais da matriz Hes-
siana sdo A; = 0, A; = —81 pelo que a matriz é indefinida e trata-se de um ponto de
sela. No caso do ponto (0,0) os critérios de segunda ordem s&o inconclusivos, mas
podemos seguir duas vias distintas: i. calcular D3f(h®)(0,0) e, observando que ndo
é identicamente nulo, concluir que se trata de um ponto sela (a ordem do primeiro
diferencial que nédo se anula em (0,0) é fmpar); ii. Observar que como f(z,0) = z3
néo tem sinal fixo em torno de x = 0, 0 mesmo acontecendo com f(z,y) e seguindo-se
a mesma conclusao.

(2,5) 5. Calcule [[(zy+ 2y)dydz, onde S = {(z,y) € R? : 222 < y < 1+ 22}

Solugao: Notando que as curvas y = 222 e y = 1 4+ 22 se intersetam nos pontos de
abcissa x = %1, vemos que a regido de integracao pode ser escrita como

S={(z,y) eR®: -1 <z <1A22* <y <1+2%},
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que constituiu uma regiao de tipo I. Assim,

1 1+x2 1 1 y=1+z2
// (xy + 2y)dz dy = / (/ (zy + 2y)dy) dzr = / (z+2) [—yQ} dx
S -1 2x2 -1 2 y:2q;2

1 1
L / (@ +2)((1+2%) — (22°))do = / (2+ 2+ 42 + 20 — 62 — 32%)de
—1 _

2 2 /1
1, +x2+4x3+2x4 625 327" 1x2><(2—|—4 6) 32
= — T _— B — e — = — —_—_— ) = —
2 2 "3 4 5 6 |_, 2 3 5 15

(3,0) 6. Resolva o problema de valores iniciais y” — 2y’ — 8y = 32z, y(0) = 0, ¢'(0) = 1.

Solucao: Trata-se de uma equacao diferencial linear, de segunda ordem, com coe-
ficientes constantes, ndo homogénea.

i. A solugao geral da equagao pode escrever-se na forma y = y, + y,, em que yj é
a solucdo geral da equagdo homogénea associada e y, é uma solucdo particular
da equagdo completa.

ii. A equacdo homogénea y) — 2y}, — 8y, = 0 tem polinémio caracteristico P(D) =
D? — 2D — 8, cujas raizes sio D = —2 e D = 4. Assim, y, = cie™2® + cye®.

ili. Como o segundo membro é um polinémio de grau 1, vamos testar y, = az + b.
Ora, como

Yp — 2y, — 8yp = 320 < 0 — 2a — 8(ax + b) = 322 & (—2a — 8b) — 8azx = 32z

vemos que —8a = 32 & a = —4, e —2a — 8b = 0, ou seja, b = 1. Concluimos
pois que yp(z) = —4z + 1.

iv. Considerando i., ii. e iii., obtemos a solucao geral da nossa equagao:

y(z) = c1e”™® + coe®® — 4z + 1

v. Resta entdo determinar a solugdo particular que verifica y(0) =0 e 3/(0) = 1.

y(0) =0 citte+1=0 co=—-1—¢
= =4
y'(0) =1 —2¢1 +4cp—4=1 —2¢ci —4—4c;—4=1
& =3
Cl=—g

Concluimos finalmente que a solu¢cdo do problema proposto é

3 1
ZeT® 4 Ze* 4 41,

y(z) = —3 5
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(1,5) 7. Seja ¢ : R? — R uma fungao diferencidvel e homogénea de grau a > 0, e (a, b) # (0,0).
Mostre que se V(a,b) = (0,0) entdo a fungdo ¢ anula-se numa infinidade de pontos.

Solugao: Como ¢ é diferencidvel e homogénea de grau a, verifica a identidade de
Euler em todo o seu dominio e, em particular, no ponto (a,b). Assim,

apy(a,b) + by, (a,b) = ap(a,b).

Como V¢(a,b) = (0,0), temos que ¢, (a,b) = ¢, (a,b) = 0, pelo que a igualdade
anterior permite concluir que ¢(a,b) = 0. Por outro lado, como ¢ é homogénea de
grau o > 0, sabemos que p(Aa, Ab) = A%p(a,b) = 0, pelo que varphi se anula em
todos os pontos da reta que passa em (0,0) e (a,b), portanto numa infinidade de
pontos.
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