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1. Suponha que o comportamento dos contribuintes de IRS de um determinado pafs com
10 milhGes de contribuintes, podem ser classificado em 3 categorias: A - os que nao
praticam evasao fiscal, B - os que praticam algumas vezes evasao fiscal e C - os que
praticam sempre evasao fiscal. A classificagao feita pelas finangas relativamente a um
contribuinte pode ser alterada de ano para ano.

Uma auditoria revelou que, 95% dos contribuintes que estavam no ano passado classi-
ficados na categoria A, continuam este ano na mesma categoria e 5% sao colocados na
categoria B. Dos que estavam na categoria B no ano transacto, 5% sao classificados na
categoria A, 90% ficam na mesma e 5% sao colocados na categoria C. Dos que estavam
colocados na categoria C, as percentagens respectivas sdo 0%, 10% e 90%.

(a) Formule o problema como uma cadeia de Markov, indicando os estados e a matriz  (10)
de probabilidades de transicao.

(b) Qual &, no longo prazo, a percentagem de contribuintes em cada uma das cate- (15)
gorias?

(¢) A mesma auditoria revelou que a evaséo fiscal anual praticada por um contribuinte (10)
classificado na categoria B, é em média praticada sobre um rendimento de 5 mil
euros, enquanto que para os da categoria C é sobre 10 mil euros. Supondo uma
taxa de IRS fixa de 12%, determine a reducgéo anual & colecta de IRS devido a
evasao fiscal.

2. Uma pequena vila é servida por duas empresas de tdxis. Cada empresa tem apenas
dois téxis e sabe-se que as duas empresas partilham o mercado de forma praticamente
igual. Isto é evidente pelo facto de as chamadas & central de cada empresa ocorrerem a
taxa de oito por hora. A média de cada percurso efectuado é de 12 minutos (indepen-
dentemente da companhia). As chamadas ocorrem as centrais segundo processos de
Poisson independentes e o tempo de cada percurso tem distribuigdo exponencial. As
duas companhias foram recentemente adquiridas por um investidor que estd a pensar
em as fundir.

(a) Descreva as duas situagoes (antes e apds a fusdo) do ponto de vista das filas de  (30)
espera e calcule o tempo médio de um cliente & espera de que o seu servigo se
inicie (suponha que o seu servigo se inicia no instante em que o tdxi se desloca
da pragca de tdxis para o locar indicado pelo cliente), bem como o nimero médio
de pessoas em espera em cada sistema de espera.

(b) Determine a probabilidade de que todos os téxis da vila estarem em servico, nas  (15)
duas situagoes.

(c¢) Determine o niimero esperado de téxis sem clientes nas duas situagoes. (15)



3. Suponha que {N(t)},~, ¢ um processo de Poisson com intensidade 3. Seja W, o
instante de ocorréncia no n— ésimo acontecimento. Calcule, justificando,

(a) E[W4]
(b) E[W4|N(1) =1]
(c) EIN(2)[N(1) = 1]

. Considere uma sucessdo de varidveis aleatérias nao negativas, {Sk;k = 1,2,...}, in-
dependentes e identicamente distribuidas, a designarem as indemnizacoes agregadas
anuais de uma carteira de uma seguradora, a possuirem funcao geradora de momentos.
Seja, U, a reserva da companhia no ano n, com

U, :u—i—Z(C—Sk), n=12, ..,
k=1

(Up = u), com u >0 e c> E[Si], com c a designar o prémio anual relativo a carteira.
Seja R a tnica raiz positiva (em r) de

E [e“Sk*C)} -1, k=1,2,..

(a) Prove que {e " fY;n = 0,1,2,...} ¢ uma martingala relativamente a {S,;n =
0,1,2,...}.

(b) Atendendo 4 alinea anterior e a que a probabilidade de ruina em horizonte infinito

é

Y(u) Pr{U, <0, para algum n} =
= Pr{e ®U» > 1, para algum n} =

= Pr{ max e U >1}
0<n<4+o0

prove que
P(u) < e fv,

5. Seja {B(t)}:>0 um movimento Browniano standard. Calcule, justificando, E[B(t)B(s)]

para 0 < s <t < +o00.



