Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2008/2009

EXAME FINAL 15 Janeiro 2009
Duracao maxima: 2 horas
Todas as alineas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Considere os conjuntos
M = {(x,y,z) € R*: z+4log(z/z) —log(z/y) =0, z,y,z > 0},
N ={(z,y,2) € R®: 2° —¢* = z}.
(a) Mostre que M, N e M N N sao variedades diferenciais e
determine as suas dimensoes.

(b) Escreva os espagos tangente e normal de M NN num ponto
qualquer p € M N N.

(2) Calcule:

(a) o centréide de

A={(z,y,2) eR*: 2 +22<1,0<y <1}

/ e du.
R

(c) o ponto sobre a superficie esférica de centro (2,3,4) e raio

(b) o integral

1, mais préoximo da origem.



(3) Considere a curva em R? dada por
I = {(z,y) € R?: 92° 4 4y*> = 36}.

(a) Calcule o integral em I' da fungdo f: R? — R dada por

f(z,y) = /8122 + 1642

(b) Seja
M ={(z,y,2) € R*: (z,9) €T, 2 €[0,1]}.

Determine o fluxo de g(z,y,2) = (0,0, 1) através de M.

(4) Considere o conjunto 2 = [0, 1] e o subconjunto das partes de
2 dado por A = {{0},{1}}. Indique a o-algebra F gerada por
A. Decida se

1, 06 Aouled
n(A) = Ae7F,

0, caso contrario

¢ uma medida de probabilidade.

(5) (a) Calcule

1y )
lim —e U qt.
Vi

n—-4o00 0

(b) Mostre que

Sugestdo: Recorde que 1/(1 —y) = > ,y" com |y| < 1.

Use o teorema de Beppo-Levi.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2008/2009

EXAME FINAL 30 Janeiro 2009
Duracao maxima: 2 horas
Todas as alineas valem 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Seja F: R* — R? dada por
F(%,y,Z) = ('1’2 +y2 +Z2,$ _y>
(a) Mostre pelo teorema da funcao implicita que numa vizi-
nhanca de (1,1,0) o conjunto F~1({(2,0)}) é o grafico de
uma funcao f: I — R? onde I é um intervalo aberto de R.

(b) Encontre uma parametrizagao de F~({(2,0)}) numa vizi-
nhanga U de (1,1,0).

2) Considere o caminho ~: [0, 27] — R?® dado por
(2) v: [0, p
v(t) = (e’ cost, e’ sint, e).

Calcule:
(a) o comprimento da curva I' = ([0, 27]).
(b) ointegral do campo vectorial f(x,y, z) = (e*siny, e” cosy, 1)

ao longo de 7.

(3) Decomponha a unidade num produto de trés niimeros positivos

cuja soma seja minima.



(4) Considere a superficie

3
M:{(w,y,z)eRS:x2+y2:zz,g<z<§}.

(a) Escreva uma representacdo paramétrica de M e determine
o integral de f(x,y,2) = (x + y)sinz em M.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial g(x,y, 2) = (z2%,y2?%, 2%)
através de M segundo a normal unitaria com terceira com-

ponente negativa.

(5) Seja
Q= {w=(wi,ws) € N*: wy,wy € {0,...,9}}

e A = {we Q:w =i} parai € {0,...,9}. Determine a o-
algebra gerada pelo conjunto A = {Ay, A;}. Nestas condigoes,

construa uma medida de probabilidade.

(6) Calcule:
(a)

lim e~ @) gin(x + y) da dy.

n—-+o0o R2

) 2
lim {L + f(x”)} dz,
[0,1]

n—+o0 n? + 2

onde f € C°([0,1]).



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Analise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2009/2010

EXAME FINAL 6 Janeiro 2010
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Considere o conjunto
M ={(a,b,c,d) € R*: ad — bc = 1}
e a funcao ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + * + d°.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e determine a
sua dimensao.

(b) Determine os espacos tangente e normal a M no ponto
(1,0,0,1).

(c) Prove que ¢ > 2 em M.

Sugestao: Encontre o minimo de ¢ em M.

(2) Calcule:

(a) os pontos de
A={(z,y,2) eR*: 2 =¢y* + 2°, 20 + 2 =2}

mais proximos e mais distantes da origem.
(b) o centrédide de

A={(z,y,2) eR*: 2 +22<1,0<y <1}

(c) o integral

+oo +oo y
/ / e e ¥/ L dy dy.
0 0 z

Sugestao: Use o teorema de Fubini.
1



(d) o integral

| aivs

onde f(z,y,2) = (—ysin®(z +y),zsin’(z +y),2) e
V={(r,y,2) eR*0<r—y<1,0<z+y<1,0<z<1}.

(3) Seja
Q={w=(w,wy) € N’: wy,wy € {0,...,9}}

e A;={w e Q:w =i} paraie {0,...,9}.
(a) Determine a o-algebra gerada pelo conjunto A = {Ag, A1}
denotada por o(A).
(b) Considere a aplicagao p: 0(A) — R dada por
u(a) =25,
onde #B indica o numero de elementos de um qualquer

conjunto B. Mostre que i ¢ uma medida de probabilidade.

(4) Dado ¢ €10, 1[, mostre que a fungao p definida em subconjuntos
A de N por
pA) =3 (1—a)d" ",
ncA
define uma medida de probabilidade em N.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2009/2010

EXAME FINAL 27 Janeiro 2010
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores

Sem consulta, sem calculadora

(1) Para cada 6 € R considere o conjunto
My = {(a,b,c,d) € R*: ad —bc =0, a+d =0}
e a funcao ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + * + d°.
(a) Determine para que valores de 6 o conjunto My é uma
variedade diferencial e qual a sua dimensao.
(b) Determine os espagos tangente e normal a My no ponto

(0,—6,1,0) com 6 # 0.
(¢) Prove que ¢ > 20| em My com 6 < 0.

(2) Considere o caminho ~v: [0, 7/2] — R3 dado por
V(t) = (¢',sint, t)

e o campo vectorial

f(l‘,y,Z) = (_ 20 2y 2)2,22) .

@ 7P @y
(a) Mostre que f é o gradiente de uma fungao escalar.

(b) Calcule o integral do campo vectorial f ao longo de .



(3) Considere o conjunto

S:{(:c,y,z)G]R3:O<x<1,x2—1<y<x2,x3<z<x3+2}.

(a) Decida se h(x,y,2) = (z,y — 2%, 2 — 2*) é uma mudanca de

coordenadas em S e determine A(S).

Sugestao: Recorde que h é uma mudanca de coordenadas

sse ¢ C, injectiva e det Dh(z,y, z) # 0.
(b) Indique o valor de

_ .3
/Z T dx dydz.
S 1‘|‘[L'2

(4) Seja f: E — R mensurdvel e F um conjunto mensuravel tal

que m(E) < +oo. Considere a fungao w: R — R dada por

wE)=m{y e E: f(y) >z}).

(a) Determine lim, ., w(z), lim,_,_ w(z) e a monotonia de
w.

(b) Qual a condicao para que w seja continua num ponto a € R.

(5) Dado A > 0, mostre que a fungao p definida em subconjuntos
A de N por

oAt
p(A)=> e T

neA

define uma medida de probabilidade em N.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Anadlise Matematica IIT — 2° ano MAEG
1° Semestre 2010/2011

EXAME EPOCA NORMAL 5 Janeiro 2011
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os céalculos

(1) Para cada 6§ € R considere o conjunto
My = {(a,b,c,d) eR*: ad —bc =0, a+d=0}
e a funcao ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + * + d°.
(a) Determine para que valores de 6 o conjunto My é uma
variedade diferencial e qual a sua dimensao.
(b) Determine os espagos tangente e normal a My no ponto

(0,—6,1,0) com 6 # 0.
(c) Prove que ¢ > 20| em My com 6 < 0.

(2) Calcule:

(a) a massa do sélido
A={(z,y,2) eR*: 2 +y* <1, |2| < 1}

sabendo que a densidade de massa é dada por

2

p(z,y,2) =e =V,
(b) o centréide de
A={(z,y,2) eR*: 1 <2?+y* + 22 <4, z,y,2 > 0}.

(c) o limite

. (ZE2 + y2)n/2
lim
n—+00 [p2 1+ <x2 —+ y2)(n+3)/2
1

dz dy.



(3) Calcule, para o conjunto
A={(r,y) eR* 2 +y<1,0<y <z},

o valor de

(22 — y?)e" " dx dy.
A

(4) Seja o > 0. Considere a superficie
So = {(2,9,2) €R®: z = a(z® +9°),1 < 2* +y* < 2}

e a normal unitaria v a S, com terceira componente negativa.
Determine o fluxo de F'(x,y, z) = (y*, 23, (2—a)(2—2a)) através

de S, segundo v.

(5) Seja € um conjunto finito e ndo vazio. Considere a o-algebra
P(Q2) contendo todos os subconjuntos de €2. Seja p: 2 — R tal
que p(w) > 0 para qualquer w € €, e

> plw) =
weQ
(a) Mostre que
= Z p(w), AcCQ
weA
define uma medida de probabilidade em P(£2).
(b) Para Q@ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} e p(w) = %, calcule
Jo@dponde g: @ — R é dada por p(wy,ws) = 1sew; =0
e p(wy,wq) = 0 caso contrario.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2010/2011

EXAME EPOCA RECURSO 26 Janeiro 2011
Duragao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os calculos

(1) Calcule:
(a) o centréide de

A={(z,y,2) eR*: 2 + > + 22 < 1,y > 0}.

/ e du.
R

(c) o ponto sobre a superficie cilindrica com eixo dado pela

(b) o integral

recta {(z,y,2) € R*: z = 1,y = 0} e raio 2, mais préximo

da origem.

(2) Sejar >0e
Sy = {([E,y,Z) GR?): $2+y2+22=7“2,y>0}.

Considere a normal unitaria v a .S, cuja segunda componente é
negativa. Calcule o valor de r para o qual o fluxo de F(z,y, z) =
(%93, 22 + 2%, 2%y3) através de S, segundo v é —.

Sugestao: Note que v nao é necessariamente exterior.

(3) Calcule o integral de linha de

Y Y x r—1
Flz,y) = (- -
(@9) ( P+ @1ty Pty (w—1)2+y2)
ao longo da fronteira do losango que une os pontos (2,0), (0, —2), (—2,0), (0, 2)

no sentido horario.



(4) Dado A > 0, considere a seguinte fungao p definida para sub-
conjuntos A de N:

a) Mostre que p define uma medida de probabilidade em N.
M defi dida d babilidad N
alcule o integral [ ¢du onde ¢: N — R é dada por
b) Calcul ' I Jyed d N R é dad
w(n) =nsen <3eqp(n) =0 caso contrério.
(c) Calcule [y = dpu(n).

(5) Considere A = QN [0,1]. Dado ¢ > 0, dé um exemplo de
um conjunto aberto V' tal que A C Ve m(V) < ¢, onde m
¢ a medida de Lebesgue. Sugestao: Recorde que a uniao de

conjuntos abertos é ainda um conjunto aberto.

(6) Seja a funcao em R?\ {0} dada por
flz) = [l 7.

Determine se f é integravel a Lebesgue no seu dominio.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2011/2012

EXAME EPOCA NORMAL 9 Janeiro 2012
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os calculos

(1) (a) Parametrize uma curva no plano que descreva a letra “J”.
(b) Calcule o integral do campo vectorial X (z,y) = (1,0),

(z,y) € R?, ao longo da curva da alinea anterior.

(2) Considere uma superficie M em R3 parametrizada em torno do
ponto p = (4,4, %2) por ¢: V — R?,
(0, @) = (cos @ cos g, cosb sin p, cosh),
com V' =|0, 7[x]0, Z[.
(a) Determine os espagos tangente e normal a M em p.

(b) Dada a fungao f(z,y,2) = y em R3, calcule o integral de
fem o(V).

(3) Calcule:
(a) a distancia média a origem dos pontos em R? contidos num
circulo com raio R centrado na origem.
(b) os pontos em M = {(z,y,2) € R*: 22 + y? = 2} mais
préoximos de (0,0, 1).

(c) o centréide de
A={(z,y,2) eR: r <a2*+y*+ 22 <R, 2,y,2 > 0},

onde 0 < r < R.



(4) Considere a medida de contagem p(A) = #A com A C N, e a
funcao mensuravel f(n) = n? n € N.
(a) Definindo v(A) = u(f~'(A)), calcule v({1,2,...,10}) e
mostre que v é uma medida.

(b) Calcule [, +dv(n) onde A ={1,2,...,10}.

(5) Considere 2 C R™ e o espaco de medida (Q,F,u). Seja Ay,
k € N, uma sucessao de conjuntos mensuraveis com medida

total. Mostre que a sua interseccao também tem medida total.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2011/2012

EXAME EPOCA RECURSO 25 Janeiro 2012
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os calculos

(1) (a) Parametrize uma curva no plano que descreva a letra “Q”.
(b) Calcule o integral do campo vectorial X (z,y) = (1,1),

(z,y) € R?, ao longo da curva da alinea anterior.

(2) Calcule:
(a) a distancia média & origem dos pontos de R? contidos no
interior da esfera com raio R centrada na origem.
(b) o centréide de

A={(z,y,2) eR®: 22+ 2 <y* 0<y< 1}

/ e du.
R

(c) o integral

(3) Sejaax>0e
Sy ={(z,y,2) eR*: 2* +y* = 2,2 < a}.

(a) Determine a normal unitéria exterior v a S,.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial

através de S, segundo v.



(4) Dado a € R, considere a medida de Dirac

1, a€ A

0q(A) =
) 0, a¢ A

com A C R, e a seguinte funcao
10

p(A) = 3 i5(A)

i=1
(a) Obtenha o valor de p(R) e mostre que p é uma medida.
(b) Calcule [, = dpu(n).

(5) Mostre que um subconjunto de R"™ com medida de Lebesgue

total é denso.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica II1 — 2° ano MAEG
1° Semestre 2012/2013

EXAME EPOCA NORMAL 11 Janeiro 2013
Duracao madxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os calculos

(1) (a) Esboce a curva parametrizada por ¢(t) = (sin(2t),sint)
com t € [0, 27], e indique se é simples e se ¢é fechada.
(b) Calcule o integral do campo vectorial X (z,y, z) = (z, 1, 2),
(z,y,2) € R® ao longo da curva parametrizada por ¢(t) =
(sin(t),sin(2t),t), t € [0, 27].

(2) Considere a aplicagao

V(A)://e_(x2+y2) dz dy
A

para cada A C R? mensurdvel & Lebesgue.
(a) Mostre que v é uma medida.
(b) Calcule v(B) onde

B={(z,y) €eR*: 1 <2 +¢* <22 >0}

(3) Calcule:
(a) a média da distancia a origem dos pontos de R3 contidos
no interior da esfera com raio R > 0 centrada na origem.
(b) o ponto do plano P = {z € R*: z; + 9 + 3 = 3} mais

perto da origem.



(4) Seja
S={(z,y,2) eER*: 2* +¢y* =1,y > 0,0 < z < 1}.
(a) Mostre que S é uma variedade diferencial e indique a sua
dimensao.

(b) Determine os vectores normais unitarios em cada ponto da

fronteira de
D= {(:)s,y,z) eER: 22+ <1,y>0,0<z< 1}.

(¢) Calcule o fluxo do campo vectorial
X(.CL’, Y, Z) = (1;23/7 %yzlv \/E)
pela fonteira de D.

(5) Seja Q C R™ e F uma o-élgebra de €. Considere uma aplicac¢ao
p: F — RE tal que p(AU B) = u(A) + p(B) para quaisquer
dois conjuntos disjuntos A, B € F. Mostre que i é uma medida

se verifica a seguinte propriedade:

u <U Ak) = Jim_pu(Ay)

keN
para qualquer sequéncia de conjuntos mensuraveis Ay C Agi1.



Universidade Técnica de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica II1 — 2° ano MAEG
1° Semestre 2012/2013

EXAME EPOCA RECURSO 31 Janeiro 2013
Duracao madxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todos os calculos

(1) (a) Escreva a parametrizagao de uma curva em R? com a forma

0o e decida se é uma variedade diferencial.

(b) Calcule os espagos tangente e normal a curva da alinea

anterior num ponto a sua escolha.

(2) Seja f: R® — Ry uma funcio integravel a Lebesgue relativa-

mente & medida de Lebesgue m em R3. Considere a aplicacao

V(A) :/Afdm

para qualquer A C R? mensurével & Lebesgue.

(a) Sabendo que v(AU B) = v(A) + v(B) para A e B con-

juntos mensuraveis disjuntos, mostre que v ¢ aditiva para

a unidao numeravel. (Sugestdao: use o teorema da con-

vergéncia mondtona)

(b) Calcule v(B) onde

flany,2) = !

(1+22)(1+¢?)(1+ 22)

€

B ={(z,y,2) € R*: max{|z||y|,|2[} < 1}.



(3) Calcule:
(a) o ponto na recta P = {z € R*: 21 + 23 = 3} mais perto
da circunferéncia C' = {z € R?: 2 + 23 = 1}.
(b) a média da distancia ao eixo {(0,0,z) € R?: z € R} dos
pontos contidos no cilindro

C={(z,y,2) eR*: 2 +y* < R, |z| < h}

com R,h > 0.

(4) Seja
1
S = {(:v,y,z) ER: 2+ =(2-1)2%y>00<z< 5}

(a) Mostre que S é uma variedade diferencial e indique a sua
dimensao.
(b) Determine os vectores normais unitarios em cada ponto da

fronteira de
1
D= {(xjy,z) ER*: 2’ +P < (2-1)%y>0,0<z< 5}

(c) Calcule o fluxo do campo vectorial X (z,y, z) = (y*, z, (1 — 2)7!)

pela fonteira de D.

(5) Seja Q@ C R™ e F uma o-algebra de €. Considere uma aplicagao
pw: F — RY tal que u(AU B) = u(A) + u(B) para A, B € F

disjuntos. Mostre que se

1 (ﬂ Ak) = Jim_p(Ay)

keN
para qualquer sequéncia de conjuntos mensuraveis Ay, C Ag,

entao p é uma medida em F.



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Analise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2013/2014

EXAME EPOCA NORMAL 13 Janeiro 2014
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere o conjunto
M = {(z,y) € R*: 22 + (y — Va2)? = 1,z > 0}.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e indique a sua
dimensao.

(b) Determine o espago tangente e o espa¢o normal de M no
ponto (1,1).

(2) Calcule:
(a) o ponto de

S={reR" [z —(1,2,34) =1}

mais préximo da origem.

+o00 )
/ e ¥ dx.
—00

(b) o integral



(3) Considere a hipérbole
H={(z,y) e R*: 2° —y* =1}
e recorde as fungoes hiperbdlicas:
e +e7? ef — e

e sinhf =
2 2

(a) Decida se a fungao v: R — R? dada por v(t) = (cosht,sinht),

coshd =

parametriza uma das componentes da hipérbole H. Em
caso afirmativo, indique qual.

(b) Calcule o integral de linha de f(z,y) = (z72,0) ao longo
de H restringido ao primeiro quadrante.

(c) Decida se ¢: RTx]0,1[— R?, ¢(r,0) = (rcosh @, rsinh),
¢ uma transformacao de coordenadas.

(d) Esboce

e—1
S:{(:v,y)eRQ: —y? =7 1<7"<20<y< SL‘}

e calcule o integral em S de
1 r+y
=-1 .
9(z.y) = 5 log (x — y)

(4) Considere um espago de medida (€2, F, ). Prove que

(a) para A > 0 e uma fun¢ao mensuravel f > 0, temos

(o € Q: fla) > ) < /fdm

(b) se Ay € F e Ay, C Agy1 com k € N, entdo

“+o0o
(U] = o



Universidade de Lisboa — ISEG

Departamento de Matematica

Andlise Matematica III — 2° ano MAEG
1° Semestre 2013/2014

EXAME EPOCA RECURSO 27 Janeiro 2014
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere o hiperboldide
H={(z,y,2) e R*: 2® +9* — 2* = 1}.

(a) Qual a dimensao desta variedade?

(b) Calcule os espagos tangente e normal de H no ponto (1,1, 1).

(c) Determine o ponto de H N {(z,y,z) € R®: 2 = 1} mais
préximo de (1,2, 3).

(2) Calcule:

(a) o integral

—+o0 —+o0 y
/ / 7 e mymy/T dxdy.
0 0 x

(b) o centréide de A = {(z,y) € R?: 2% —y* =1, |z| < 2}.

(3) Considere o conjunto D = {(z1, s, 23) € R3: max; |x;| < 1}.
(a) Esboce a fronteira de D e determine a normal exterior

unitaria em cada ponto.

(b) Calcule
/ div X
D

onde X é o campo vectorial dado por

X (2,y,2) = (€7, cos(wy?z), =),

1



(4) Considere a o-algebra M de Lebesgue em R. Seja u = m + &y
onde m é a medida de Lebesgue e 9§y é a medida de Dirac no
ponto 0. Mostre que:

(a) p é uma medida em M e que para qualquer fungao simples

@ e qualquer conjunto mensuravel A temos que

/Asoduz/Asoderso(O)-

(b) para qualquer fun¢do mensuravel f temos que

/Afduz/Afdm+f(0),

sin(z) du(x).

[0,27]

e calcule

(5) Seja 2 um conjunto finito. Determine o cardinal do conjunto

das partes de ().
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EXAME EPOCA NORMAL 12 Janeiro 2015
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere o campo vectorial
1
X(Qf,y, Z) = Z(xgaygazg)a (xaya Z) ER37
a fungao f(z,y,2) = (z,y, 2) - X(z,y, 2) e a superficie esférica
M={(z,y,2) eR’: 2® +y* + 2* =1} .
(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e indique a sua
dimensao e os espacos tangente e normal em cada ponto.
(b) Encontre e classifique os extremos globais de f em M.

(c) Determine o integral de f em M usando o teorema da

divergéncia.

(2) Recorde as fungoes hiperbdlicas

ey —eY e’ +eY
_ coshy = ———.
2 2

Considere o conjunto

sinhy =

A={(z,y) €R*: x>0,y >0,xcoshy < 1}

(a) Mostre que ¢(z,y) = (xe¥, xze™¥) é uma transformagao de
coordenadas em Rt x R e determine ¢~.
(b) Esboce A e ¢(A).

(c) Calcule a drea de A.



(3) Dado a € R considere A, = {{a}} C P(R). Calcule:
(a) a o-dlgebra o(A,) gerada por A,.
(b) Naer 7(Aa)-

(4) Seja (Q, F, 1) um espago de medida.
(a) Considere uma sucessao de conjuntos mensuraveis Ay, Ao, . . .
disjuntos dois a dois tais que U;Of A, =Q. Dado D € F

calcule
+o0o
> wAinD).
i=1

(b) Dada uma fungdo mensuravel f: 2 — R prove usando o

teorema da convergéncia mondtona que

/Q Fdu > inf £(x) p(0).

e
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EXAME EPOCA RECURSO 26 Janeiro 2015
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere o conjunto D = {(z,y) € R?: 22 + y* < 1} e uma
funcao f: D — R de classe C'.
(a) Calcule a divergéncia do gradiente de f e a normal unitaria
exterior a fronteira de D em cada ponto.
(b) Para f(z,y) = x + y* e usando o teorema da divergéncia,

encontre o valor do integral

82f 82f
/D (@ + a—y2> dxdy.

(c¢) Determine e classifique os extremos da fun¢ao f (dada na

alinea anterior) na fronteira de D.

(2) Considere o conjunto

2

(a) Mostre que ¢(z,y) = (ze¥, ze”?) é uma transformacao de

) -y
A= {(x,y) eR2:x>0,y>o,0<xi<1}

coordenadas em Rt x R e determine ¢~
(b) Esboce A e ¢(A).

(c) Calcule a primeira componente do centrdide de A.



(3) Considere a func¢ao ¢: R — R dada por

[|sinz|], z € [0,2n]
() =
0, c.c.
onde [z] = sup{k € Z: k < x} indica a parte inteira de x.
(a) Mostre que ¢ é uma fungao simples relativamente a o-
algebra de Borel.

(b) Sendo m a medida de Lebesgue em R, calcule f[o on P AT

(4) Dé um exemplo de uma medida p em R tal que para qualquer

funcao mensuravel f obtemos

[ ran=>ram)

(5) Seja © um conjunto finito e p:  — R uma fungdo nao negativa

Zp(w) =1

weN
Decida se a aplicacao p(A) = Y~ .4 p(w), A C €2, ¢ uma medida

de probabilidade.

tal que
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EXAME EPOCA NORMAL 15 Janeiro 2016
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas
PARTE I

(1) Considere o conjunto
M ={(z,y,2) e R?: 2® + 3> = 2°} \ {(0,0,0)}.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial, indique a sua
dimensao e os espacos tangente e normal em cada ponto.

(b) Encontre e classifique os extremos de f(z,y,z) = F(z* +
y* +2%) em M.

(c) Calcule o fluxo do campo vectorial X (z,y, z) = (22, yz2, 2°)
através de MN{(z,y,z) € R*: 2 < z < 27} segundo a nor-

mal unitdria com terceira componente negativa.

(2) Calcule:
(a)

[ aiv s

onde f(z,y,2) = (—ysin®(z +y),zsin’(z +y),2) e

V=A(ryz2)eR:0<r—y<1l,0<zx+y<1,0<z<1}

(b)
/R e dx.



PARTE II (2° Teste)

(3) Considere a superficie

M = {(x,y,z) eER: 2+t =22 2> g}

(a) Indique o integral de f(z,y, z) = e~ @ %" em M.
(b) Determine o integral de linha de

X(z,y,2) = (1 ! —x+y>

A 22

ao longo do bordo de M.

(4) Seja Q@ C R™, uma fungao f: 2 — Qe

F={AcCQ: f1(A) = A}
(a) Mostre que (€2, F) é um espago mensuravel.

(b) Considere uma medida p em (2, F) e A, B € F disjuntos.

Calcule
XAOfd,LL.
f~4B)
(5) Calcule
1 g v g
lim —e M dt.
n—-+oo 0 \/E
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Durag¢ao mdxima: 2 horas
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Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas
PARTE I

(1) Considere a fungao f(x,y,z) = z+y+ 2+ xyz definida em R?,

o conjunto aberto
A={(z,y,2) eR*: 2’ +y* <1,0< z < 1},
a superficie
S={(z,y,2) eER* 2’ +¢y*=1,0< 2z < 1}
e a curva
C={(z,y,2) eR*: 2’ +y*=1,2=0}.

(a) Escreva a normal exterior unitaria em cada ponto da fron-
teira de A.

(b) Calcule o gradiente de f e determine o seu fluxo através
da fronteira de A segundo a normal exterior unitaria.

(c) Encontre e classifique os extremos de f em S e em C.

(d) Determine o valor médio de f em A.

(e) Determine o valor médio de f em S e em C.



PARTE II (2° Teste)

(2) Considere a curva
I = {(cost, V2sint, —cost) eR3:te [O,ﬂ']} .

(a) Indique o comprimento de I

(b) Determine o integral de linha ao longo de I" de

X(z,y,2) = (nyz, 2z, 2%y + eZ) )

(3) Seja (2, F, ) um espago de probabilidade e considere os con-
juntos mensurdveis A, B € F com p(A) = 1. Calcule u(B) —
u(BNA).

(4) Seja © C R™. Dé um exemplo de uma funcao f: Q@ — R que

seja F-mensuravel com F = {0, Q}.

(5) Calcule

lim sin(e™®)e " dx
n—+oo [
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EXAME EPOCA NORMAL 9 Janeiro 2017
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere os conjuntos
M, ={(z,y) e R*: 2* +y* = 1,2 < 0}
My = {(z,y) eR*: 2*/4+y* =1,2 > 0}
M = M, U M.

(a) Determine se M, é uma variedade. Em caso afirmativo,

indique a sua dimensao e o espaco tangente em cada um

dos seus pontos.

(b) Encontre, se possivel, parametrizagoes de M em redor dos

pontos (0,1) e (0,—1).

(c) Esboce M e determine se M é uma variedade. Em caso

afirmativo, indique a sua dimensao e o espaco tangente em

cada um dos seus pontos.

(d) Calcule o maximo de f(x,y) =x + y em M.

(e) Seja X(x,y) = (x/2,y/2). Calcule o fluxo de X através de

M segundo a normal unitaria exterior.



(2) Calcule:
(a)

/ div f(z,y,z) dedydz
1%

onde f(z,y,2) = (—ysin®*(z +y),zsin’*(z +y), z) e
V={(ryz2)eR: 0<r—y<1l,0<a+y<1,0<z<1}

(b)
/R e dr.

(3) Dado a € R, considere a medida de Dirac em R:

1, ac A
da(A) = 0 adA
. a

para qualquer A C R, e m a medida de Lebesgue em R.

(a) Mostre que = 6; + 0y é uma medida e calcule

/R idu(w).

(b) Se para qualquer conjunto A mensuravel a Lebesgue defi-
nirmos

u(A) = m(AN[L,2])

(i.e. p é a medida de Lebesgue em [1,2]), determine

/R idu(m).

(c) Para cada n € N seja

Calcule
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EXAME EPOCA DE RECURSO 31 Janeiro 2017
Duracao maxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Considere v: [0, 7] — R? dada por
) 1
v(t) = cost(cost,sint) — 3 (1,0).

(a) Esboce I' = ¥([0, 7]) e indique se é uma variedade.

(b) Em cada ponto (z,y) € I' determine uma normal unitaria
v(z,y) tal que v: I' — R? seja continua.

(c) Calcule o integral de linha de v ao longo de I'.

(d) Calcule o comprimento de T

(2) Calcule

+oo oo T Uomne
[ [ G et

)

(3) Considere

2
A= {(x,y,z) e R3: (x/x2+y2—3> + 22 < 1,x>0,y>0}.

(a) Encontre o centréide de A usando as coordenadas toroidais:

x = (3+rcosgp)cosb
y=(3+rcosy)sinf

z = rsin .
1



(b) Calcule o integral em A da divergéncia de
2\/x?+y? -3

X(z,y,2) = (—y,x,0).

(4) Seja Q C R™ e os subconjuntos disjuntos nao-vazios A, B C .

Considere as o-dlgebras
Fa={0,0,A, A°}
Fs=1{0,9Q, B, B°}.
(a) Dé um exemplo de uma funcao f: 2 — R que seja Fp-
mensuravel mas nao seja F4-mensuravel.

(b) Indique a menor o-algebra para a qual a funcao f = X4 +

Xp é mensuravel.

(5) Calcule

2 2
lim / / arctg (|z|" + |y|") dxdy
—2J2

n—-+0o00
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EXAME EPOCA NORMAL 8 Janeiro 2018
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Sejam a,b > 0. Considere os conjuntos
M, = {(z,y) € R*: 2* +9* = a®, 2 < 0}

, a2 P
MQZ{({E,y)GR :§+?:1,x>0}
M = M; U M.

(a) Determine se M, é uma variedade, indicando a sua di-
mensao e o espago tangente em cada um dos seus pontos.

(b) Encontre parametrizagoes de M em redor dos pontos (0, a)
e (0, —a).

(c) Determine se M é uma variedade, indicando a sua di-
mensao e o espaco tangente em cada um dos seus pontos.

(d) Calcule o méximo de f(x,y) = z? + y* em M para a = 1
eb=2.

(e) Seja X(x,y) = (x/2,y/2). Calcule o fluxo de X através de
M segundo a normal unitaria exterior paraa =1e b= 2.



(2) Calcule:

(a) o centréide de
S={(z,y,2) eER’: (z —1)>+ (y —2)*+ (2 — 3)* = 1}.
(b)
/div f(z,y, 2) dedydz
onde f(x,y,;/) = (—ysin®*(z + y), zsin’*(z + y), 2) e
V=A{(ryz2)eR: 0<r—y<l,0<z+y<1,0<z<1}
()

. _ 2
lim e /(40 .
n—-4o00 R

+o00
/ < dx.

(3) Dado a € R, considere a medida de Dirac em R:

()

1, ac A
5a(A) =
0, a¢ A
para qualquer A C R. Mostre que
o0 1
p(A) = 3 (A
n=1

define uma medida de probabilidade.
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EXAME EPOCA DE RECURSO 30 Janeiro 2018
Durag¢ao mdxima: 2 horas
Cada alinea vale 2 valores
Sem consulta, sem calculadora

Justifique todas as respostas

(1) Determine se
M = {(z,y) € R*: F(z,y) = 0}

¢ uma variedade para cada um dos seguintes casos:
(a)

2 +yP—-1, <0
F(z,y) =
r+lyl—1, x>0.

F(z,y) = (2> +y°)* — (2" — ).

(2) Considere

2
A:{(a:,y,z)E]RS: <\/x2—|—y2—3> +22§1,z>0}.

(a) Encontre o centréide de A usando as coordenadas toroidais:

x = (3+rcosyp)cosd
y=(3+rcosy)sind

z = rsin p.

(b) Calcule o integral em A da divergéncia de

2/ 1 — 3
X(x,y,2) = Y

(—y,x,0).




(3) Seja y: [0,1] — R

Y(t) = 4 (cos (3wt — %) ,sin (3rt — %)), +<t<32
(3t — 2,3t — 3), 2<t<1

(a) Esboce I' = 4(]0, 1]) e indique se é uma variedade.

(b) Calcule
/ X - dy
r

—15(1,0), <0
X(z,y) = e (1,0)

(1,1), x> 0.

para

(4) Calcule
(a)

+oo 1
/ lim — dx.
oo TMHto0 (1 + %)”x

+o0o
/ < dx.

5) Considere as medidas p; e ps num espago mensuravel (€2, F),
fi1 e p G
tais que

(b)

Dados =,y > 0 seja
[h = iy + ypia.

(a) Encontre os valores de x e y para os quais y é uma medida
de probabilidade.

(b) Qual o maximo da funcao ¢(x,y) = zy quando x e y estao
nas condicoes da alinea anterior?



