Analise Matematica II1

LISTA 8

(1) Prove que qualquer intervalo e qualquer conjunto A C R™ com

m(A) = 0 s@o mensuraveis a Lebesgue.

(2) (Conjunto nao mensuravel a Lebesgue) Para cada o € R, considere
o conjunto A, = a+ Q.

(a) Determine UyerAq € m(Aq).

(b) Mostre que Ay N Apg =0 sse Ay # Ag sse a — 5 & Q.

(¢) *Considere o conjunto E C [0, 1] constituido por um tnico ele-
mento a, de cada A, distinto!. Seja entdo E, = ¢, +F, n € N,
onde g, representa uma sucessao que ordena os racionais.

(i) Determine U, E,, m(U,E,) e m(E,) — m(E).
(i) Mostre que E;NE; =0, # j.
Sugestao: Suponha que existe x € E; N Ej.
(iii) Calcule ), m(FE,) e compare com m(U,E,). Conclua

que F nao é mensuravel a Lebesgue, i.e. E & M.

(3) (Conjunto de Cantor dos tergos) Considere Ay = [0,1]. Divida-o
em trés partes iguais e retire o intervalo aberto do meio Iy :]%, %[
Obtemos assim A; = Ig U I, onde Iy = [0,1] e I, = [2,1]. Repita
o processo para Iy e Is, obtendo Ay = Igg U Igo U Isg U I55 onde
Ioo = [0, %], etc. Continuando, temos uma sucessdo de conjuntos
Ay
(a) Prove que o chamado conjunto de Cantor dos ter¢cos A = NyenAn

¢ nao vazio.
(b) Prove que A tem medida de Lebesgue nula.
(¢) *Prove que A nao é numeréavel.

Sugestao: Escreva x € [0, 1] na base 3 na forma z = (0.a1az...)3

=Y 5

keN

onde

e ar € {0,1,2}. Note que z € A sse a € {0,2} para qualquer
ke N.

(4) *Mostre que M(R) e P(R) tém a mesma cardinalidade. Sugestdo:
Use o facto de o conjunto de Cantor ter a mesma cardinalidade de

R e medida de Lebesgue nula.

IEste conjunto existe pela aplicacdo do axioma da escolha.
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(5) Mostre que
(a) se A; C Az C P, entdo o(A;) C o(Asg).
(b) o(c(A)) = o(A) para qualquer A C P.
(¢) A= {[a,+o0[: a € R} gera a o-dlgebra de Borel em R.

(6) Seja 2 = {0,1}" C R™, i.e. os elementos de 2 sdo vectores em R"
com componentes 0 ou 1. Considere a medida p: P(2) — [0, +o0]
definida para cada w = (w1, ..., w,) € Q por p({w}) = .

Dados ay,...any, € {0,1} com 1 < m < n, definimos

Aoy am ={weQiwy=a;,i=1,...,m}

(d) Qual é o cardinal da o-algebra gerada por A,,7

(7) Dé um exemplo em R? de um conjunto limitado de medida de Lebesgue

nula cuja fronteira nao tenha medida nula.



