Exercicios de Teoria da Probabilidade e
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13 de Dezembro de 2013

Exercicio 1. Descreva o espaco de probabilidade associado as seguintes ex-
periéncias aleatorias:

1. Uma moeda imperfeita é lancada trés vezes ao ar.

2. Duas bolas sao retiradas de uma urna contendo duas bolas azuis e duas
vermelhas.

3. Uma moeda imperfeita é lancada repetidamente ao ar até ocorrer a
primeira cara.

Exercicio 2. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e A, Ay, As, ...
acontecimentos de F tais que P(A,) = 1 para todo n = 1,2,3,.... Mostre
que P(N,_, A,) =1.

Exercicio 3. Uma moeda perfeita é lancada repetidamente ao ar. Calcule
a probabilidade de no n-ésimo langamento ocorrer:

1. Uma cara pela primeira vez.

2. O ntmero de caras e coroas observadas até ao momento ser igual.
3. Exactamente duas coroas terem sido observadas consecutivamente.
4. Pelo menos duas caras terem sido observadas até ao momento.

Exercicio 4. Mostre que a probabilidade de um e um sé dos acontecimentos
A e B ocorrer é

P(A) + P(B) — 2P(AN B)



Exercicio 5 (*). Uma moeda imperfeita é lancada repetidamente ao ar. A
probabilidade de ocorrer cara em cada lancamento é p. Seja p, a probabili-
dade de até ao n-ésimo langamento terem ocorrido um ntmero par de caras.
Mostre que pg =1 e p, = p(1 — pp—1) + (1 — p)pp_1 se n > 1. Determine p,.

Exercicio 6 (*). No século XVIII o conde de Buffon colocou o seguinte
problema: uma agulha de comprimento [ cm é lancada aleatoriamente numa
folha de papel de linhas espacadas entre si d cm. Qual é a probabilidade de
a agulha intersectar uma linha.

Exercicio 7. Considere o espago de probabilidade ([0, 1], B,m) e a variavel
aleatoria X (w) = min(w, 1 —w). Determine F.

Exercicio 8. Suponha que um comboio parte aleatoriamente do Porto entre
as 8h e as 10h da manha com destino a Lisboa, que fica a 300km de distan-

cia. Suponha também que o comboio viaja a uma velocidade constante de
100km /h.

1. Determine a variavel aleatéria que descreve a distancia entre o comboio
e Lisboa as 12h.

2. Calcule a distribuigao de probabilidade dessa varidvel aleatoéria e a re-
spectiva funcao de distribuicao.

Exercicio 9. Seja X uma variavel aleatéria e Fx a sua funcao de dis-
tribuicao. Mostre que:

1. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a).

2. Pla < X <b) (

3. Pla< X <b)=Fx(b”)— Fx(a).
4. Pla< X <b)=Fx(b")— Fx(a™).

Exercicio 10. Seja X uma variavel aleatéria com fungao de distribuigao

0 <0
F(zx) = g 0<z<2
1 z>2

e seja Y = X2 Calcule:

1. P(3 <X <.



2. P(X <2Y).
3. a funcéo de distribuicao de Z = V' X.

Exercicio 11. Uma variavel aleatéria X tem funcao de distribuigao de prob-
abilidade Fx. Determine a funcao de distribuicao de ¥ = aX + b onde
a,beR.

Exercicio 12. Quais das seguintes funcoes sao funcoes de distribuicao de
probabilidade? Para cada caso, determine a respectiva funcao de densidade
de probabilidade.

1—e® 2>
1.F(x):{ e =l

0 caso contrario.

—1/z
o F(x):{e x>0,

0 caso contrario.
3. F(x)=¢e"/(e"+e ), z €R.

Exercicio 13. Quais das seguintes fungoes sao funcoes de densidade de prob-
abilidade? Encontre ¢ e respectiva funcao de distribuicao de probabilidade.

1 f(x):{x% x>1,

0  caso contrario.
2. f(z) =ce"(1+e*)% zeR.

Exercicio 14. Sejam X e Y varidveis aleatorias e «, 3 € R. Mostre que
E(aX 4+ 8Y) =aE(X)+ BE(Y).

Exercicio 15. Seja X uma variavel aleatoria. Mostre que V(X) = E(X?) —
(E(X)).

Exercicio 16. Uma varidvel aleatoria X : 2 — R segue uma distribuicao de
Poisson se X(Q2) ={0,1,2,...} e

)\k Y

P(X:k:):Fe s

k=0,1,2,...

onde A > 0. Calcule E(X).

Exercicio 17 (*). Seja X uma variavel aleatoria que segue uma distribuicao
Gaussiana com valor esperado u e desvio padrao o. Mostre que,



1. Para todo n € N,

o"(n—1)(n—3)---1 sen & par
0 caso contrario

E((X —p)") = {

2. E(e!X) = ert27° |t e R,

Exercicio 18. Seja (92, F, P) um espago de probabilidade e B um acon-
tecimento. Mostre que (B, Fp, P(:|B)) ¢ um espaco de probabilidade, onde
Fs={ANB: Ac F} ¢ P(A|B) = Z40B),

P(B)

Exercicio 19. Mostre que,
P(AUBUC) =1—- P(A°|B°NC°)P(B°|C°)P(C*)

Exercicio 20. Mostre que dois acontecimentos sao independentes sse as o-
algebras geradas por esses acontecimentos sao independentes.

Exercicio 21. Seja (X7, X3) um vector aleatério bidimensional com a seguinte
funcao de distribuicao

F(ry,z0) =(1—e")(1—e"™), z1,29 >0.
Determine:
L. Pl< X;<2,1< Xy<3)
2. A funcao de densidade de probabilidade conjunta f(x1,xs).
3. Cov(X1, Xs)

Exercicio 22 (*). Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes e
absolutamente continuas. Mostre que

frav(z) = / fx(@) (2 — ) din(z)

Exercicio 23. Sejam X, Y e Z variaveis aleatorias independentes com dis-
tribuigao de probabilidade uniforme no intervalo [0, 1]. Determine a funcao
de densidade conjunta de XY e Z2. Mostre que P(XY < Z2) = 3.

Exercicio 24. Sejam X e Y duas variaveis aleatérias independentes com dis-
tribuigao de probabilidade uniforme no intervalo [0, 1]. Sejam U = min{X, Y}
e V =max{X,Y}. Calcule E(U) e Cov(U,V).



Exercicio 25 (*). Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes com
segundo momento finito. Quando é que as varidveis aleatorias X +Y e XY
sao nao correlacionadas, ou seja, covariancia nula.

Exercicio 26. Mostre que Cov(Xy, Xs) = E(X;Xy) — E(X1)E(Xs) .

Exercicio 27. Mostre que o(X) é uma o-algebra e que a fun¢do X é men-
suravel no espago mensuravel (€2, 0(X)).

Exercicio 28. Considere uma variavel aleatoria X que toma dois valores
distintos a,b € R. Calcule o(X).

Exercicio 29. Mostre que a o-algebra o(X) é a menor das o-élgebras de
partes de © que tornam X uma fungdo mensuravel.

Exercicio 30. Mostre que E(X|Q) = E(X).

Exercicio 31. Sejam X e Y variaveis aleatorias e suponha que Y é discreta.
Mostre que F(X|Y) = E(X) se Y(w) = ¢ para todo w € .

Exercicio 32. Mostre que se G = {0, 2} entdao E(X|G) = F(X) P-q.c.

Exercicio 33 (*). Sejam X e Y duas variaveis aleatorias discretas, isto &,
X(Q) ={z1,22,...} e Y(Q) ={v1,92,...} onde P(Y =y;) >0, =1,2,....
Mostre que

E(X|Y =y) =Y xifxpy(zi,y;),
=1

onde fxy(z;,y;) ¢ a massa de probabilidade condicionada,

P(X =2, = ;)
P(Y =y;)

fX|Y($z‘>?Jj) =

Exercicio 34. Uma empresa produz diariamente N componentes electroni-
cas, onde N é uma variavel aleatoéria que segue uma distribui¢ao de Poisson
com parametro A > 0. Cada componente pode ter um defeito, indepen-
dentemente das restantes, com probabilidade p. Seja D o ntmero didrio de
componentes electronicas com defeito. Calcule E(D|N), E(D) e E(N|D).

Exercicio 35. Seja ([0, 1[, B([0, 1[), P) o espago de probabilidade onde P é a
medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0,1[ e X,Y : [0, 1[— R as variaveis
aleatorias,

Determine E(X|Y).



Exercicio 36 (*). Um ponto X ¢é escolhido uniformemente ao acaso da
superficie de uma esfera de raio 1. Sejam © e ® a longitude e latitude do
ponto X. Determine a funcao de densidade condicional de © dado .

Exercicio 37. Sejam X e Y variaveis aleatorias com funcao de densidade
conjunta
fX,Y(l",y) = Cﬂ?(y — x)e_y, 0<z<y<oo.

1. Encontre o valor da constante c.

2. Mostre que

fxpy(z,y) =6z(y — 2)y 2,

0<x
fy\x(l“,y) =(y—x)e"Y, 0<z<y<oo.
3. Determine E(X|Y) e E(Y|X).

Exercicio 38. Seja X,,, n = 1,2,... uma martingala relativamente a uma
filtracao F,. Mostre que X, ¢ uma martingala relativamente a filtragao
canodnica o (X1, ..., X,).

Exercicio 39. Numa folha de papel quadriculado com quadriculas de ¢ cm
de lado, um jogador lanca aleatoriamente uma moeda perfeita de diametro d
cm onde d < ¢. O jogador ganha 1 euro se a moeda nao intersectar as linhas
da folha. Caso contrario, perde [ euros. Apds n jogadas independentes entre
si, denote-se por S,, o ganho acumulado. Determine 3 tal que o jogo é justo.

Exercicio 40. Seja S,, o passeio aleatoério simétrico,
Sn:X1+"'+Xn

onde Xj, Xs,... é uma sucessao de variaveis aleatorias 11D tal que P(X,, =
1) = P(X,, = —1) = 1/2. Mostre que

Zn=2S8%—n
¢ uma martingala relativamente a filtracdo canénica (X, ..., X,).

Exercicio 41. Seja S,, = X1 +...+ X,, o passeio aleatorio simétrico definido
no exercicio anterior. Mostre que

Zn = (—=1)"cos(mS,)

é uma martingala relativamente a filtracao canénica (X, ..., X,).



Exercicio 42. Mostre que {7 = n} € F, sse {1 < n} € F,.

Exercicio 43. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias adaptada
a uma filtragao F, e seja B C R um Boreliano. Mostre que o tempo de
primeira entrada de X,, em B,

7(w) =min{n € N: X,,(w) € B},
¢ um tempo de paragem relativamente a F,.

Exercicio 44. Sejam X, Xy,... varidveis aleatorias IID tais que X, €
{=1,1} com probabilidade P(X; = 1) = pe P(X; = —1) = q onde p # q.
Considere o passeio aleatoério,

So=X1+Xo+ ...+ X,
e o tempo de paragem
T=min{n >1:85, € {—a,b}},
onde a,b > 0. Mostre que:
1. A sucessao Z, = (¢/p)°, n =1,2,... é uma martingala relativamente

a filtracao o(X1,..., X,).

1—(q/p)"
(¢/p)® = (q/p)~"

Exercicio 45. Seja (€2, F, P) um espago de probabilidade. Uma variavel
aleatoria € : Q — {0,1,2,...} tem uma distribui¢do de Poisson com valor
esperado i > 0 se

P(S, = b) =

Seja Xg=0e
Xo=X,1+& -1, n=1,2...

onde (§,)n>1 ¢ uma sucessao de variaveis aleatorias IID que seguem uma
distribuicao de Poisson com valor esperado p > 0.

1. Determine os valores de p para os quais a sucessao (X,),>; ¢ uma
martingala, submartingala ou supermartingala relativamente a filtragao
canénica F,, = o(&y,...,&).



2. Suponha que p > 1. Mostre que:

(a) Existe um tnico p €]0,1] tal que E(p*) = p.

(b) A sucessido pX" ¢ uma martingala relativamente a JF,, e converge
P-q.c.

Exercicio 46. Seja S, = X; + Xo + ...+ X,, o passeio aleatoério onde X, €
{—1,1} & uma sucessao de variaveis aleatorias IID tais que P(X, = 1) =
P(X,=-1)=3,n=12,.... Supondo que k € N:

1. Mostre que Z,, = (—1)" cos(7 (S, + k)) ¢ uma martingala relativamente
a filtragao o( Xy, ..., X,).

2. Calcule E((—1)7) onde 7 é o tempo de paragem

T=min{n >1:|5,| =k} .

Exercicio 47. Sejam X, X,,... varidveis aleatorias IID tais que X, €
{—1,1} para todo n = 1,2,.... Considere o tempo de paragem

7=min{n >1: X; +---+ X, =1}.
Determine E(7).

Exercicio 48 (*). Sejam (9, F, P) um espago de probabilidade, (F},),>1
uma filtracdo e 7 um tempo de paragem relativamente a F, tal que para
algum k € N e algum € > 0,

P(r<n+k|F,)>e, Vn=1,23, ...
Mostre que 7 < co P-q.c.

Exercicio 49. Mostre que um processo estocastico { X, : t € T'} tal que Xy =
0 tem incrementos estacionarios sse para todo t > s tal que t — s € T as
variaveis aleatorias X; — X, e X;_, sdo identicamente distribuidas.

Exercicio 50. Seja X = {X;:t € T} um processo estocéstico com incre-
mentos independentes e estacionérios tal que Xy = 0 e E(X?) < oo para
todo t € T'. Mostre que existe uma constante positiva o tal que

Var(X; — X,) = o* |t — s| .
Exercicio 51. Seja W = {W, : t > 0} um processo de Wiener. Mostre que

1. E(e") = e'/? para todo t > 0.



2. se ¢ > 0 entao

{W02t:t20}
C

¢ também um processo de Wiener.

Exercicio 52. Mostre que um processo de Wiener é estacionario em média,
mas nao tem covariancias estacionarias.

Exercicio 53 (*). Seja W = {W; : ¢ > 0} um processo de Wiener. Mostre
que dados 0 < s < t e A Boreliano de R entao,

PWy e AW, =w) = / pi—s(z —w)dz,
A

—x

onde p(z) = ﬁeT.



